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hierzu auch Aufgabe 14 aus Heft 8). Diese Aussage der Ununterscheidbarkeit iden-
tischer Teilchen ist vielleicht manchem Leser vordergriindig und intuitiv unmittelbar
einsichtig. Dennoch ist zu befiirchten, dass er trotzdem bei jedem einzelnen Teilchen
einen Rest von individueller Identitdt vermutet, zwei in einem System befindliche
Teilchen also fiir letztlich doch irgendwie unterscheidbar hilt. Dieses trifft aber nicht
zu, d.h. jede Annahme, die eine Unterscheidung dieser beiden Teilchen erméglichen
wiirde, muss falsch sein! Letztendlich kann man die Ununterscheidbarkeit identischer
Teilchen dahin gehend umformulieren, dass die Teilchenzahl eine ganz normale ex-
tensive Variable ist wie z.B. das Volumen V oder die Entropie S. Auch bei ihnen ist
eine Zuordnung der aktuellen Werte von V' oder S auf individualisierte Untersysteme
nicht moglich.

Die konsequente Beriicksichtigung dieses Postulats hat, wie wir noch sehen
werden (Kapitel 7.11), sehr weitreichende Konsequenzen beim Aufbau der Quanten-
mechanik.

7.2.8 Das Korrespondenzprinzip (*)

Fin fiir die Konzipierung der neuen Mechanik ebenfalls sehr wichtiges und hilfreiches
experimentelles Faktum ist die Tatsache, dass die Newtonsche Mechanik sich in der
makroskopischen Welt - die bei ausreichend hohen Geschwindigkeiten auftretenden
relativistischen Effekten sollen uns hier nicht interessieren - perfekt und ohne Aus-
nahme im Einklang mit den experimentellen Fakten befindet. Die neue Mechanik
kann also nicht einfach losgelost von der Newtonschen Mechanik entwickelt werden,
sondern sie muss diese als asymptotische Ndherung enthalten. Welches die charak-
teristische Grofle ist, die dariiber entscheidet, ob diese Nidherung in einem konkreten
Einzelfall noch verwendet werden darf, gilt es noch zu ergriinden, s. hierzu insbeson-
dere Kapitel 7.9. Im analogen Fall der Einbindung der Newtonschen Mechanik in die
relativistische Mechanik ist dies die Bedingung

V<K ¢y (723)

Diese Forderung der Einbindung der Newtonsche Mechanik als Grenzfall der neuen
Mechanik wird als Korrespondenzprinzip bezeichnet.

(XXX: Der weitere Text des Abschnitts Das Korrespondenzprinzip ist noch
nicht verfiigbar.)

7.3 Die Grundstruktur der Quantenmechanik (*)

Wir wollen nun die im Kapitel 7.2 skizzierten experimentellen Fakten verwenden,
um daraus schrittweise ein logisches Konzept der Quantenmechanik zu entwickeln.
Dabei werden wir, wie bereits angedeutet, diese Fakten in leicht abgeénderter Rei-
henfolge benutzen. Beginnen werde ich mit einigen Erlduterungen zum Begriff der
Messung. Im Bereich der klassischen Physik ist man gewohnt, dass die grundsiéitzliche
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Bedeutung dieses Prozesses keiner Erkldrung bedarf: Bei der Messung einer Grofle
an einem physikalischen Objekt bestimmt man den Wert, den diese Grofie bei diesem
Objekt aktuell angenommen hat. Und man wihlt das dafiir erforderliche Messver-
fahren derart aus, dass sich der Zustand des Objektes moglichst nicht veréindert. Man
kann z.B. die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs durch eine Lichtschrankentechnik sehr
priizise bestimmen, ohne dass sich hierbei die Geschwindigkeit des Fahrzeugs mess-
bar veridndert. Diese Situation verindert sich nun von Grund auf beim Ubergang
in den von der neuen Mechanik bestimmten Teil unserer realen Welt: Jede Messung
einer physikalischen Grofle verindert nun das vermessene Objekt, und zwar nicht
nur geringfiigig im Sinne einer Stérung, sondern substanzielll Wie diese Verénderung
genau aussieht, werden wir erst im weiteren Verlauf dieses Abschnitts verstehen. An-
dererseits benotige ich aber bereits jetzt den Begriff der Messung, um die weiteren
Gedankengéinge zur Entwicklung der Theorie erldutern zu konnen. Ich komme also
nicht darum herum, den Begriff der Messung Schritt fiir Schritt und gemeinsam mit
der Begriindung der iibrigen Begriffsbildungen zu prizisieren.

Betrachten wir also nun die im Abschnitt 7.2.4 beschriebene experimentelle Er-
fahrung tiber die statistische Natur der Messergebnisse. Da der Wert einer physikalis-
chen Grofle P, gemeint ist das Ergebnis einer einzelnen P-Messung, nicht mehr
zwangslaufig fiir jeden Zustand des Systems einen bestimmten Wert F; annimmt,
kann man die moglichen Zustinde eines Systems offenbar in 2 Klassen einteilen,
némlich

1. in Zusténde mit einem festen (scharfen) Wert von P; und

2. in Zusténde, bei denen P nicht scharf ist.

Die zur 1. Klasse gehorenden Zustinde werden auch als Eigenzustinde’ zu P be-
zeichnet. Wir miissen davon ausgehen, dass ein System i.a. mehr als nur einen
Figenzustand zu P besitzt mit i.a. unterschiedlichen Werten P;. Misst man nun die
Grofle P an einem System, das sich in einem ganz bestimmten dieser Eigenzustéinde
zu P befindet, dem wir die Ifd. Nr. ¢ geben wollen, so erhiilt man in jedem Fall diesen
Wert P;. Misst man dagegen die Grofle P an einem System, das sich in einem Zustand
befindet, der nicht Eigenzustand zu P ist, so erhilt man bei jeder Messung andere
Werte P,. Um Missverstindnisse zu vermeiden, betone ich bereits dieser Stelle, dass
die Ergebnisse einer P-Messung auch im Rahmen der neuen Theorie weiterhin reell
sind.

Wir verwenden nun die Unschérferelation, insbesondere deren Erweiterung in
Form der Gl. 7.19 und 7.20. Ein stationiirer Zustand eines Systems ist definitions-
gemif ein solcher mit einer Lebensdauer 7 — oco. Da wir die Lebensdauer mit der
Zeitunschirfe identifizieren diirfen, und da die Unschérfe von Energie und Zeit iiber
die Unschérferelation mit einander verkniipft sind, gilt

T—00 < AE=0 (7.24)

tDieser Begriff stammt aus der mathematischen Disziplin der Linearen Algebra. Weshalb es Sinn
macht, diese Zusténde so zu bezeichnen, werden wir im Kap. 7.4 lernen.
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Dies bedeutet, dass stationire Zusténde eines Systems zwangsliufig Eigenzustinde
zur Energie dieses Systems sind. Dariiber hinaus gibt es i.a. weitere Groflen X;
und/oder §;, bzgl. derer die stationdren Zustéinde eines Systems ebenfalls Eigen-
zustéinde sind. Wieviele derartige Groflen es gibt und welche es sind, hingt von der
physikalischen Natur des betrachteten Systems ab. Von besonderer Bedeutung sind
hierfiir dessen Symmetrieeigenschaften. Ahnlich wie in der klassischen Mechanik die
Symmetrieeigenschaften der Theorie festlegen, welche physikalischen Gréfien einen
Erhaltungssatz erfiillen (s. Abschnitt 3.2.8) , so legen jetzt die Symmetrieeigen-
schaften eines physikalischen Systems fest, welche Groflen in dessen stationéiren Zustéin-
den gemeinsam mit der Energie scharf sind. Auf die Einzelheiten dieser Zusammen-
hinge werden wir u.a. bei der Behandlung einiger konkreter Beispiele (Kapitel 7.8)
zuriick kommen. Wir fassen die gerade formulierten Aussagen zusammen in dem

Axiom 11 FEin abgeschlossenes System kann nur in Zustinden existieren, die gemein-
samer Figenzustand sind zur Energie und zu einer wohl bestimmten, durch die physi-
kalische Struktur des Systems vorgegebenen Menge weiterer physikalischer Gréjf$en.

Eine Angabe der Werte, die diese physikalischen Groéflen in einem dieser Zu-
stinde des Systems annehmen, ist daher eine bereits recht genaue Beschreibung dieses
Zustands. Sie kann jedoch noch nicht vollstéindig sein, da sie in dieser Form nur aus
reellen Werten besteht. Aus der fiir alle Arten von physikalischen Systemen moglichen
Interferenz folgt jedoch, dass jede vollstindige Zustandsbeschreibung diesem Zustand
auch eine Phase zuordnen muss. Die Zustandsbeschreibung muss also komplexwer-
tige GroBe enthalten. Wie dann aus dieser komplexwertigen GroBe |k)*, deren genaue
Form und Gestalt uns an dieser Stelle noch vollig unbekannt ist, der (immer reelle)
Wert einer physikalischen Grofle errechnet wird, werden wir erst im weiteren Verlauf
dieses Kapitels verstehen. Es ist jedoch gesichert, dass diese GroBe |k) alle Informa-
tionen enthilt, die zur Berechnung der Werte aller oben genannten Gréflen in diesem
Zustand notig sind.

Aus der fiir alle Systeme moglichen Interferenz folgt aulerdem das Superpo-
sitionsprinzip, also

|k),|l) € {Zusténde des Systems} =
a-|kY+6-|l) € {Zustinde des Systems} Va,3 e C (7.25)

Diese Linearkombinationen sind dann aber i.a. keine Eigenzustéinde mehr zu den im
Axiom 11 genannten Grofen.

Als néchstes stellt sich die Frage, ob es auch noch Zusténde des Systems gibt,
die sich nicht als Linearkombination dieser Eigenzusténde darstellen lassen. Diese
Frage lisst sich auf Basis der geschilderten experimentellen Fakten nicht beantworten.
Wir formulieren die Antwort als ein weiteres Postulat der neuen Mechanik:

#Ich benutze an dieser Stelle die auf P. Dirac zuriickgehende ket-Schreibweise (von bracket, engl.
die Klammer) eines Zustands, ohne darauf einzugehen, was das im einzelnen bedeuten soll. Eine
logisch saubere Definition wird im Kap. 7.5 erfolgen.
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Axiom 12 Jeder Zustand eines physikalischen Systems ist darstellbar als Linear-
kombination der Zustinde, die simultane Figenzustinde sind zu dem im Axiom 11
definierten fiir dieses System typischen Satz von Grifien.

Das Superpositionsprinzip erkldrt unmittelbar und zwangsléiufig die Moglich-
keit des Tunneleffektes: In dem im Abschnitt 7.2.6 skizzierten physikalischen System
ist der Zustand, in dem das Teilchen vollsténdig innerhalb der Burg konzentriert ist,
ein moglicher Zustand des Systems und ebenso ein Zustand, in dem es vollstéindig
auBerhalb der Burg ist. Das Superpositionsprinzip verlangt nun, dass dann ein Zu-
stand, in dem das Teilchen z.B. je zur Hilfte innerhalb und zur Hilfte auflerhalb
der Burg ist, ebenfalls ein zulissiger Zustand ist, was immer auch diese Aufteilung
im FEinzelnen bedeuten mag. Aus den Tunnel-Experimenten konnen wir also keine
zusétzlichen Informationen iiber die logische Struktur der zu entwickelnden neuen
Mechanik extrahieren.

Dagegen wird uns die Unschérferelation erneut ein weiteres kriftiges Stiick
voranbringen. Wir betrachten némlich jetzt ein Paar kanonisch konjugierter Vari-
ablen des Systems. Wenn nun eine dieser beiden Variablen nicht zu dem im Satz
11 definierten Satz von ausgewiihlten Variablen gehoért, dann kann die andere auch
nicht dazu gehoren. In den stationéren Zusténden des Systems sind daher deren
Unschérfen beide # 0,

AX;<oo = A >0 (7.26)

Bei allein rdumlich begrenzten Systemen erfiillen insbesondere die Variablen Ortsko-
ordinate 1" und Linearimpuls P diese Bedingung:

|AT| <00 = ‘Aﬁ‘ >0 (7.27)

Die stationdren Zustinde rdumlich begrenzter Systeme sind daher nicht nur keine
FEigenzusténde zur Ortskoordinate, sondern auch keine Eigenzustéinde zum Linearim-
puls! Unabhéngig davon, ob sich das réumlich begrenzte System in einem stationéren
oder in einem nicht stationiren Zustand befindet, bei einer Messung z.B. von T wer-
den wir in jedem Fall von Messung zu Messung stark unterschiedliche Werte 7 erhal-
ten. Bezeichnen wir die relative Hiufigkeit, mit der ein bestimmter Werte 7 erhalten
wird, mit w(7"), so enthilt diese Funktion bereits einen Grofiteil der iiber den be-
trachteten Zustand angebbaren Information. Und beriicksichtigen wir an dieser Stelle
erneut die Notwendigkeit, dass das System in der Lage sein muss, Interferenzeffekte
zu zeigen, so liegt es nahe, die Existenz einer komplexwertigen Funktion

(T t) = [(7 1)) - e (7.28)

zu postulieren, die den Zustand des Systems vollstindig beschreibt, und deren Be-
tragsquadrat mit der soeben eingefiihrten Funktion w(7") identisch ist. Dieser Wert
wird meist als Aufenthaltswahrscheinlichkeit bezeichnet. Ich finde diese Formulierung
nicht besonders gelungen, da sie eine in der Theorie nicht vorkommende Bewegung
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des physikalischen Objektes suggeriert, als ob sich ndmlich das betrachtete Teilchen
ganz schnell im Ortsraum bewegen wiirde und daher zum Zeitpunkt der Messung
an jedem herausgegriffenen Ort mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit gerade dort
angetroffen wird. Es gibt aber keinerlei experimentelle Fakten, die diese Vorstellung
stiitzen. Stationdre Zustinde sind Zustinde ohne Bewegung. Das einzige, was sich
in Abhsingigkeit der Zeit verindert, ist die Phasenfunktion ((7,t). Solange das
System sich in diesem stationéren Zustand (7 ,¢) befindet und sich nicht mit an-
deren physikalischen Systemen iiberlagert, wird durch diese zeitliche Anderung der
Phase nichts veréndert, was sich durch eine nachfolgende Messung an diesem System
nachweisen liele. Wir kénnen sogar noch einen Schritt weiter gehen: Da stationiire
Zustéinde Zustidnde ohne Bewegung sind, darf in diesem Fall der Betrag der Funktion
¥(7,t) nicht mehr explizit von der Zeit abhiingen. Und da die geforderte Inter-
ferenzfihigkeit fiir das durch die Funktion 1( 7, t) beschriebene System als ganzem
gelten muss und nicht nur fiir einen rdumlichen oder zeitlichen Ausschnitt, kann an-
dererseits die Phasenfunktion fiir stationére Zusténde nicht mehr vom Ort abhéingen.
D.h. die Funktion (7, t) faktorisiert unter Trennung der Variablen 7" und ¢ und es
gilt

YT, t) = Y(T) - e (7.29)

Das Minuszeichen im Exponenten der e-Funktion entspricht der in der Literatur
iiblichen Konvention. Ich verwende an dieser Stelle ausnahmsweise fiir 2 verschiedene
GroBen denselben Buchstaben, nimlich fiir die GroBen ¢(7”,¢) und ¢(7°). Dies
entspricht der Vorgehensweise in den meisten Lehrbiichern . Ich gehe davon aus, dass
hierdurch keine Verwirrung auftreten wird. Wegen der Forderung nach der Inter-
ferenzfiihigkeit jedes physikalischen Systems muss die Phasenfunktion ¢(¢) in der Gl
7.29 iiberdies eine ganz bestimmte Struktur haben, némlich die einer zeitperiodischen
Funktion

o(t) =w-t+ ¢, (7.30)

Denn nur dann ist es z.B. moglich, dass 2 Funktionen v, (7", ¢) und 1,(7,t) an einer
Stelle 7 nicht nur kurzzeitig, sondern auf Dauer identisch verschwinden,

Uy (70, 1) = (7, 1) Vit (7.31)

Wie die zugehorige Kreisfrequenz w mit den iibrigen Kenngroflen des Systems zusam-
menhéingt, miissen wir erst noch ergriinden.

Die als Wellenfunktion bezeichnete Funktion (7 ,t) hat eine verwandte Be-
deutung wie die Teilchenanzahldichte n(7”,¢) in der klassischen Physik. Dort er-
h&lt man die Anzahl der in einem bestimmten Volumen AV zur Zeit ¢; befindlichen
Teilchen durch Integration iiber dieses Volumen,

N(AV, 1) = / n(7,ty) - dPr (7.32)

AV
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Analog erhalten wir nun die Anzahl an Teilchen, die bei einer auf das Volumen AV
beschrinkten Messung im Mittel detektiert werden, ebenfalls durch Integration, al-
lerdings nicht von (7, t) sondern seines Betragsquadrates:

N(AV, 1) = / BT 0 - (1) - & (7.33)
AV

Dadurch ist insbesondere sicher gestellt, dass das Ergebnis immer reell ist. Handelt
es sich bei dem betrachteten System um ein Ny-Teilchen-System, muss gelten

+oo
/ ¢*<?,t1) : ¢(?}>tl) : d3T = NO v tl (734)

Zur Prizisierung und im Vorgriff auf die spiiter erfolgende Behandlung kompliziert-
erer Systeme wiederhole ich an dieser Stelle die Bedeutung und Anwendbarkeit dieser
Funktion (7 ,t,): Sie kennzeichnet die komplexe Amplitude der Anzahlwahrschein-
lichkeitsdichte eines physikalischen Systems aus Ny Teilchen, das mit einer einzigen
gemeinsamen derartigen Wellenfunktion beschrieben werden darf. Was es mit
dieser einschrinkenden Formulierung auf sich hat, werden wir insbesondere im Ab-
schnitt 7.11.2 erfahren. Giiltig ist die einschrinkende Bedingung insbesondere fiir
Systeme mit Ny = 1.

Es fehlt noch das Konzept, wie sich aus dieser Funktion 1/1(7,75) der Wert
einer beliebigen physikalischen Grofie in dem durch diese Funktion beschriebenen Zu-
stand errechnen lésst. In der klassischen Mechanik bestimmt man die aktuellen Werte
von physikalischen Groflen wie Energie, Impuls etc., indem man geeignete kinema-
tische, also aus der Bewegung des Objektes resultierende Parameter mit objektspezi-
fischen Parametern iiber eine funktionelle Beziechung verkniipft. Diese Verkniipfung
entspricht also einer Abbildung eines endlich dimensionalen Raumes % in den R* (im
Fall einer skalaren physikalischen GroBe) bzw. in den R* (im Fall einer vektoriellen
Grofe). Z.B. betrégt die kinetische Energie eines bewegten klassischen punktférmigen
Teilchens

Epin(M, V) = v (7.35)
M : Masse des Teilchens
v Geschwindigkeit des Teilchens

M,
2

v ist hierbei der o.a. kinematische und M der objektspezifische Parameter. In der
neuen Mechanik haben physikalische Gréfien P i.a. keinen einzigen (scharfen) Wert
mehr, es sei denn, das System befindet sich in einem Eigenzustand dieser Grofie P.
Der Grofle P wird also nicht mehr eine reelle Zahl zugeordnet, sondern wiederum
eine komplexwertige Funktion A\(7,t), genau so wie wir es bei der physikalischen
Grofle Ortskoordinate r bereits kennengelernt haben. Fiir die Berechnungsvorschrift
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fir P im Zustand ¢ (7,¢) benstigen wir daher eine Abbildung® des i.a. unendlich-
dimensionalen Raumes der komplexwertigen Funktionen {¢/(7")} in den i.a. ebenfalls
unendlich-dimensionalen Raum der komplexwertigen Funktionen {\(7")},

Py(7,t) = N7, 1) (7.36)

Eine solche Abbildungsvorschrift bezeichnet man auch als einen Operator. Die Funk-
tion Py (7 ,t) hat dann wieder die Bedeutung einer Gewichtsfunktion, nun fiir die
physikalische Grofie P. Im mathematischen Sinne sind diese beiden Funktionenrdume
{4(7")} und {\(7")} identisch, und P ist demzufolge eine Abbildung dieses Raumes
in sich. Im physikalischen Sinne unterscheiden sich diese beiden Riume in der zuge-
ordneten physikalischen Einheit, auf die sich die jeweiligen Funktionen beziehen. P ist
daher dimensionsbehaftet, seine Dimension ist gleich der Dimension von A dividiert
durch die Dimension von 1. Wenn (7 ,t), wie bisher angenommen, die Bedeu-
tung einer Aufenthaltswahrscheinlichkeits-Amplitude hat, besitzt diese Funktion die
Dimension

Tei 2
( eilchenanzahl > (7.37)

Volumen

Wenn andererseits P beispielsweise der Impulsoperator ist, hat A(7,t) die Dimension

(M)% (7.39)

Volumen

Demzufolge hat also der Impulsoperator P die Dimension

1

Impuls 2
<Teilchenzahl ) (7.39)
Zur Erleichterung des Versténdnis der hier dargestellten Zusammenhéinge erin-
nern wir uns nochmals an eine verwandte Situation aus der klassischen Physik: In
einem klassischen System mit einer iiber das Volumen kontinuierlichen Verteilung von
Teilchen, beschrieben durch die lokale Teilchenanzahldichte n(7,t) sei z.B. nach der
Verteilung der Energie gefragt. Dann kann man zunichst die Energie pro Teilchen
e = 9L bestimmen. Diese ist i.a. wieder eine Funktion von 77, z.B. weil das (lokal

gemittelte) Geschwindigkeitsquadrat dieser Teilchen eine Funktion von 7 ist. Die in
einem bestimmten Volumen vorhandene Energie betrigt dann

B(AV) = / n(7) - e(F) - dr (7.40)

§Die in Gl. 7.29 auftretende Variable ¢ fassen wir als einen bei dieser Berechnung festgehaltenen
Parameter auf.
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Analog zu dieser klassischen Begriffsbildung berechnet sich nun in der neuen Mechanik
der Wert einer physikalischen Grofle P als

P, 1 AV) = / N(T 1) AT 1) - dr € B! (7.41)
AV

wobei die Funktion \(7,t) gem#f der Gl. 7.36 berechnet wird. Der Wert dieses
Integrals ist, unabhéingig von der mathematischen Struktur des Operators P, immer
reelll Erfolgt die Integration iiber das gesamte Volumen V5 mit der Eigenschaft

T EVo=ANT,1)=0 (7.42)

so gilt
[T AT ) = R (7.43)
Vo

Py(t) ist der Erwartungswert fiir die Messung der zur Zeit ¢ insgesamt in dem System
enthaltenen Menge an der physikalischen Grofie P.
In besonderen Fillen vereinfacht sich die Gl. 7.36 zu

Py(7,t)=p-p(7T,t) ; pE C (7.44)

D.h. der Operator P reproduziert die Funktion (7, ) bis auf den konstanten (i.a.
komplexen) Streckungsfaktor p. Entsprechend vereinfacht sich die Gl. 7.41 zu

P t; AV) = / P (Tot) - p (1) - dPr
AV
— P / BT ) - (T 1) - dr (7.45)
AV

Zusténde (7, t) mit dieser Eigenschaft 7.44 bezeichnet man als Figenzustinde zum
Operator P. In der Tat sind sie mit den bereits diskutierten Zustsinden identisch,
in denen diese Grofie P scharf ist. Den mathematisch sauberen Beweis fiir diese
Behauptung werde ich noch im Laufe dieses Abschnitts liefern . Diese als Figenwert-
gleichung bezeichnete Bedingung 7.44 ist jedoch i.a. nur fiir gewisse ausgezeichnete
Zusténde ,(7,t) erfiillt, fiir die dann die reelle Zahl |[p|*> = P jeweils ganz bes-
timmte Werte P; annimmt. Auf diesem Wege also nimmt die Quantisierung Einzug
in die Theorie der neuen Mechanik: Gehort die Grole P zu dem durch den Satz 11
definierten ausgezeichneten Satz von Variablen, so kann sie in stationéren Zustéinden
des Systems nicht mehr (innerhalb gewisser Grenzen) beliebige, also kontinuierlich
verteilte Werte annehmen, sondern nur noch ganz bestimmte, héufig diskret verteilte
Werte.
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Die bisher beschriebene Vorgehensweise bei der Konstruktion eines Opera-
tors P entspricht einer Transformation von der Ortsdarstellung in die P-Darstellung.
Sie ist durchaus {iblich, meist wird jedoch die Berechnung der Werte physikalischer
Groflen anders vollzogen. Wenn man sich z.B. zur Beschreibung der Zusténde fiir
die Ortsdarstellung entschieden hat, will man auch bei der Berechnung der iibrigen
physikalischen Groflen in dieser Ortsdarstellung verbleiben. Man fordert daher, dass
gilt:

P+ AV) = / V(T 1) PU(T 1) - dPr (7.46)
AV

Man sucht also einen Operator P #P, der lediglich auf die Funktion ¢ (7, ) angewen-
det werden muss (und nicht auch noch auf ¢*(7,t)), um sodann iiber die Gl. 7.46
den korrekten Wert fiir P zu erhalten. Wir fassen diese Gl. 7.46 als eine Forderung
auf; wir werden sie daher auch nicht versuchen zu beweisen, sondern uns hier darauf
beschrénken, eine wichtige Bedingung herzuleiten, die der neue Operator erfiillen
muss, damit die Gl. 7.46 erfiillt werden kann. Hierbei konzentrieren wir uns sofort
auf die Eigenzustéinde des Systems zu diesem neuen Operator P:

Py(7,t) = P-(7,1) (7.47)

Fiir diese Zustande wird die Gl. 7.46 zu
POt = [0 PP b
= P. /w*(?,t) (T t) - dPr (7.48)

Dieser Ausdruck ist jedoch nur dann reell, wenn P reell ist. Wir kommen also zu dem
wichtigen Schluss.

Axiom 13 Flir jedes physikalische System besitzt der Operator P einer jeden mess-
baren physikalischen Grifse P ausschliefSlich reelle Eigenwerte.

Durch dieses Axiom ist die Struktur der zuléssigen Operatoren stark einge-
schriinkt. Bei der mathematisch stringenten Formulierung der Quantenmechanik wird
uns diese Aussage wichtige Dienste leisten.

Die Dimension der Operatoren P ist offensichtlich nicht mit der der eingangs
diskutierten Operatoren P identisch. So hat der fiir die Ortsdarstellung geltende
Impuls-Operator nicht die in der Gl. 7.39 angegebenen Dimension, sondern die Di-

mension
Impuls

Teilchenzahl

An dieser Stelle sei auch bereits angemerkt, dass die Rechenvorschrift 7.46 die Ax-
iome eines Skalarproduktes zwischen den beiden Funktionen Pv(7,¢) und (7, 1)

(7.49)
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erfiillt. Die mathematische Begriffsbildung des Skalarproduktes von Funktionen wer-
den wir im Kapitel 7.4 nidher kennenlernen. Ich bin bei der Einfithrung der allen
messbaren physikalischen Grofle zugeordneten Operatoren P den (vordergriindig als
Umweg ansehbaren) Weg iiber die Operatoren P insbesondere aus didaktischen Griin-
den gegangen: Hierdurch verliert die Begriindung dieses Teil der Quantenmechanik
viel von ihrer vordergriindigen Willkiir. In dem Skalarprodukt zur Berechnung der
Erwartungswerte physikalischer Grofien bleibt die Symmetrie der beiden Faktoren
vollstéindig erhalten, und der Ausdruck P(7,t) hat eine unmittelbar einsichtige
Bedeutung. Auch die Modifizierung der Theorie beim Ubergang von der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik bleibt unmittelbar einsichtig: Die skalare Funktion
n(7) der Anzahldichte wird ersetzt durch das Produkt der komplexen Aufenthalts-
wahrscheinlichkeits-Amplitude mit ihrem komplex konjugierten Wert. Danach ver-
laufen alle weiteren Rechenschritte analog zum Vorgehen in der klassischen Mechanik.

Stationéire Zustéinde eines abgeschlossenen Systems miissen, wie bereits aus-
fithrlich diskutiert, insbesondere Eigenzustéinde bzgl. der Energie sein. Der Energie-
operator wird aus historischen Griinden als Hamilton-Operator H bezeichnet. Fiir
ihn lautet Gl. 7.47 also

HY(T)=E-¢(7) , Ec® (7.50)

und wird nach Erwin Schrodinger (* 1857 in Wien; T 1961 ebenda) als die zeitun-
abhdngige Schrodinger-Gleichung bezeichnet. Sie bildet i.a. den Ausgangspunkt zur
Berechnung der stationéiren Zusténde eines physikalischen Systems.

Es fehlt nun insbesondere noch der Weg zur Bewegungsgleichung der neuen
Mechanik, also die der Gl. 3.715 entsprechende Beziehung. Einen ersten Hinweis
auf deren Struktur erhalten wir durch die Form der Gl. 7.30 in Verbindung mit
der Gl. 7.50. Zusammengefasst sagen diese beiden Gl. aus, dass bei stationiren
Zustinden die zeitliche Ableitung der Funktion ¢(7’,t) diese bis auf den Faktor
—1 - w reproduziert,

0 < ‘
5 (@/}(7) . e_“""t) = (7)) et gw (7.51)
Dieses ist die Bewegungsgleichung fiir den Spezialfall stationérer Zustande,
0 .
E,@bstat.(?a t) =—1-Ww- wstat.<?> t) (752)

Wir suchen also nach einer verallgemeinerten Form dieser Gl. 7.52, die fiir beliebige
Zusténde giiltig ist und bei stationéren Zustande in die Form der Gl. 7.52 iibergeht.
Hierzu verwenden wir ein experimentelles Ergebnis der im Abschnitt 7.2.1 beschriebe-
nen Quantisierung ruhemasseloser Strahlung, ndmlich den Zusammenhang zwischen
Energie und Frequenz von Photonen,

e=h-v=hw (7.53)
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Fiir Photonen lautet daher die Gl. 7.52

0

— —1 —
adjstat.( r >t) = 7 "€ 77Z)stant.( r 7t) (754)

Fiir beliebige Zustéinde kann diese Gl. noch nicht korrekt sein, da dann der Wert ¢
des betrachteten Zustands nicht definiert ist. Die einfachste Verallgemeinerung von
Gl. 7.54, die fiir Eigenzustéinde von H in diese iibergeht, ist

9|k)
ot
Dieses ist die gesuchte Bewegungsgleichung der Quantenmechanik. Sie wird als die
zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung bezeichnet. Sie ist fiir beliebige Zusténde giiltig
und bildet eines der Axiome der Quantenmechanik. Wir verzichten an dieser Stelle
darauf, sie zu beweisen, d.h. auf andere, letztlich ebenfalls als Axiome zu akzep-
tierende Aussagen zuriickzufiihren. Fiir stationére Zustéinde besagt die Gl. 7.55

0

i-fz-5¥(¢47?)-e*“wﬁ =h-w- (7)) =E-(Y(T) e ") (7.56)

D.h. die Beziehung

i h —H|k) (7.55)

E=h-w (7.57)

gilt nicht nur fiir Photonen, sondern allgemein fiir die stationéiren Zustinde eines
jeden physikalischen Systems. E ist dabei die Gesamtenergie des betrachteten Sys-
tems einschlielich der Ruheenergie Fy = E(v = 0). Wegen des Zahlenwertes von h
bleibt die Kreisfrequenz w, mit der die Phase eines derartigen stationéiren Zustands
oszilliert, nur solange in Groflenordnungen, die einer experimentellen Beobachtung
zugiingig sind, wie die Energie dieses Zustands nicht zu grof§ wird. Dieses ist die Ur-
sache dafiir, dass die Quantenmechanik insbesondere eine Theorie zur Beschreibung
kleiner Teilchen ist, deren Masse und Anregungsenergien nicht so grof§ sind, dass
die zugehorigen Frequenzen nicht mehr beobachtbar wiren. Quantenmechanische In-
terferenzexperimente mit massebehafteten makroskopischen Objekten sind aus dem
selben Grund nur moglich, wenn deren Energie ausreichend scharf ist, also bei extrem
tiefen Temperaturen. Nur dann ist gesichert, dass 2 derartige Objekte beim Durch-
laufen einer Versuchsanordnung ihre Phase relativ zu einander nur dann veréndern,
wenn sie einen unterschiedlich langen Weg zuriickgelegt haben.

Offenbar deutet sich an dieser Stelle auch bereits an, auf welchem Wege wir ein
Kriterium definieren kénnen fiir die Entscheidung, ob ein System als klassisches nicht-
quantenmechanisches System behandelt werden darf, oder ob die Gesetzmiifligkeiten
der Quantenmechanik beachtet werden miissen. Es ist dies die thermisch bedingte
Unschiirfe in der Phase der betrachteten Objekte im Verhéltnis zu den innerhalb der
Messanordnung auftretenden (systematischen) Phasendifferenzen.

Stationére Zusténde eines physikalischen Systems kénnen also durch eine kom-
plexwertige Funktion der Struktur

k) = [ (7)] - €70 - et (7.58)
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eindeutig beschrieben werden. ¢ ist eine (i.a. ; s.u.) weder zeit- noch ortsab-
hiingige Konstante. Der Zahlenwert der Grofle ¢, hat auf die Energie-Eigenwerte
keinen Einfluss, er veréndert aber auch nicht den Erwartungswert irgendeiner anderen
physikalischen Grofle in diesem Zustand. Daher stellt sich die Frage, ob diese Grofie
iiberhaupt irgendeine physikalische Relevanz besitzt. Hierzu erinnern wir uns an die
generellen Aussagen zur physikalischen Bedeutung einer komplexwertigen physikalis-
chen Grofie (Abschnitt 4.2.7). Auch die komplexwertige Grofle |k) erhilt ihre voll-
stindige Bedeutung erst durch Angabe der Referenzschwingung identischer Frequenz
w, auf die sich dann auch die Phasendifferenz ¢, bezieht. Konsistent mit dieser
Forderung ist die folgende Interpretation:

Da jeder quantenmechanische Energie-Eigenzustand |k) bzgl. der Phasenlage
¢, entartet ist, erfolgt jede Phasenmessung ohne Verénderung des ¢, nicht enthal-
tenden Teils [¢(77)| - " der Wellenfunktion. Diese Phasenmessung ist nur durch
die Ankopplung einer Referenzschwingung identischer Frequenz an das betrachtete
physikalische System moglich. Nach einer solchen Messung ist die Phase ¢, des Zu-
stands |k) nicht mehr unbestimmt, sondern hat einen scharfen Wert, der dann durch
eine 2. Messung abgefragt werden kann. Ergebnis ist dann immer derselbe Wert wie
bei der 1. Messung, es sei denn, das quantenmechanische System hat eine Wechsel-
wirkung erfahren, die diese Phase veréndert.

Die Phase ¢, eines quantenmechanischen Energie-Eigenzustands ist also eine
physikalische Realitéit, auch wenn sie in vielen Féllen die betrachteten Prozesse nicht
beeinflusst. Es gibt aber Prozesse, in denen diese Phase relevant wird. Das wohl
beriihmteste Beispiel sind die Josephson-Effekte (Abschnitt 7.15.3) in der Supraleitung,
ein weiteres der Aharonov-Bohm-Effekt (Abschnitt 7.7.4) .

An dieser Stelle nehme ich die Diskussion der quantenmechanischen Prinzipi-
en einer Messung wieder auf: Die hierbei betrachtete beliebig herausgegriffene Grofie
werde ich wieder mit P bezeichnen. Das Ergebnis einer einzelnen P-Messung ist
immer ein scharfer Wert, die Unschérfe kommt erst bei der Wiederholung einer der-
artigen Messung ins Spiel. Daher liegt es nahe anzunehmen, dass durch eine derartige
Messung das System in einen Eigenzustand zu dieser Grofle P iiberfiihrt wird, ndm-
lich in genau den Eigenzustand, dessen Eigenwert auch das Ergebnis dieser einzelnen
Messung ist. D.h. direkt im Anschluss an diese Messung ist der Wert von P scharf
und gleich diesem Messergebnis. Diese Annahme ist nicht beweisbar, sie steht aber
im Einklang mit allen bisher bekannt gewordenen experimenten Ergebnissen. Damit
ist wohl noch immer unklar, welche Bedingungen genau ein experimenteller Auf-
bau erfiillen muss, damit man die durch ihn bewirkte Kopplung als eine Messung der
Grofle P interpretieren darf. Offenbar handelt es sich aber immer um die Ankopplung
eines makroskopischen Systems an das quantenmechanische System. Wir kénnen aber
auch ohne eine weitere Priizisierung die Messung bereits als eines der Basis-Begriffe
fiir den Aufbau der Quantenmechanik verwenden, ohne in grundsitzliche logische
Schwierigkeiten zu geraten.

Nun fehlt insbesondere noch das Konzept, nach dem die konkreten Struk-
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turen der quantenmechanischen Operatoren gefunden werden konnen. Die wichtigste
Hilfe hierfiir ist das Korrespondenzprinzip. Wir verbinden diese Forderung an das
asymptotische Verhalten der Quantenmechanik mit der bereits entwickelten Berech-
nungsvorschrift fiir den Mittelwert einer physikalischen Grofle P in einem Zustand
(7)), s. GL 7.46. Wenn wir nun ein massebehaftetes Teilchen betrachten, das
sich in einem Zustand befindet, den man in ausreichender Niherung auch mit den
Mitteln der klassischen Mechanik beschreiben darf, dann ist dieses Teilchen wieder
lokalisiert und die quantenmechanisch berechneten Mittelwerte aller seiner physika-
lischen Groflen miissen wegen des Korrespondenzprinzips in die analogen klassisch
berechneten Groflen iibergehen. Zumindest in diesem Grenzfall also miissen fiir die
quantenmechanischen Mittelwerte physikalischer Groflen dieselben Gesetze gelten wie
in der klassischen Mechanik. Wir gehen an dieser Stelle noch einen Schritt weiter,
allerdings wieder ohne hierfiir eine logisch stringente Begriindung geben zu kénnen.
Wir fordern, dass diese Bedingung allgemeine Giiltigkeit hat:

Axiom 14 Die Zusammenhdnge zwischen den quantenmechanisch berechneten Mit-
telwerten physikalischer Grofien erfiillen alle Gesetze der klassischen Mechanik.

Dieses Axiom hat in der Literatur die Bezeichnung Fhrenfest-Theorem er-
halten, benannt nach dem Physiker Paul Ehrenfest (* 1880 in Wien; t 1933 in
Amsterdam). Betrachten wir z.B. ein Teilchen, das in klassischer Niherung den
Energie/Impuls-Zusammenhang

(7.59)

besitzt, so muss in der Quantenmechanik fiir dieses Teilchen in einem beliebigen

Zustand v gelten:
1

(W | BY) = 5= - (v | P2) (7.60)

Hieraus folgt unmittelbar
1

2
E =5 P (7.61)
In #hnlicher Weise lassen sich die Zusammenhéinge zwischen verschiedenen Oper-
atoren fiir andere konkrete Beispiel ebenfalls unmittelbar aus dem Korresponden-
zprinzip folgern. Es verbleibt dann insbesondere noch die Aufgabe, die Struktur
fiir die Operatoren einiger Grundgréflen zu bestimmen, so des Linear-Impulses und
des Drehimpulses. Ich werde die Vorgehensweise am Beispiel des Impulsoperators
skizzieren:
Zur Orientierung betrachten wir wieder einen Spezialfall, ndmlich den der
ebenen Welle

(T, 1) = gy - et (7.62)
und differenzieren diese Gl. nach der Ortskoordinate x:
ﬁ
t .
WY _ ;. Yo - e TWERD k= k(T 1) (7.63)

ox
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(XXX: Der an dieser Stelle noch fehlende Text zur Orientierung am Beispiel
der ebenen Welle ist noch nicht verfiigbar.)

In der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Mechanik resultiert die Ex-
istenz der Erhaltungsgrofie Impuls aus der Forderung der Invarianz der Bewegungs-
gleichungen gegeniiber einer translatorischen Verschiebung des Koordinatensystems.
Die bei einer infinitesimalen translatorischen Verschiebung des Koordinatensystems
resultierende Verénderung eines Zustands |k) wollen wir formal durch den Operator
0T beschreiben,

k)Y = &T | k) (7.64)

Stellen wir nun im Rahmen der Quantenmechanik dieselbe Invarianzforderung, dann
bedeutet das, dass eine Verschiebung des Koordinatensystems den Hamilton-Operator
unverdndert ldsst. Wie man unmittelbar nachrechnen kann, ist dies gleichbedeutend
mit der Forderung

0T(H |k)) =H(IT |k)) (7.65)

Aus dieser Bedingung léisst sich, zusammen mit einer erneuten Verwendung des Kor-
respondenzprinzips, bereits die konkrete Form des Impulsoperators,

o 0 0

P:_i.h.v:_i.h.(%;a_y;a)

(7.66)

erschlieen. Wir werden diese Schritte im einzelnen im Abschnitt 7.7.2 nachvollziehen
und fiir die iibrigen Operatoren in dhnlicher Weise vorgehen.

Die mathematisch saubere Formulierung all dieser Zusammenhénge ist der
Inhalt des Kapitels 7.5. Hierfiir werde ich jedoch zunéchst die dafiir erforderlichen
mathematischen Grundlagen bereitstellen.

7.4 Mathematische Strukturen der Quantenmechanik (*)

In diesem Kapitel werde ich in moglichst komprimierter Form die mathematischen
Strukturen darstellen, die fiir einen sauberen Aufbau der Quantenmechanik erforder-
lich sind. Dabei werde ich mich weniger um die Vollstédndigkeit in der Darstellung
und um einen mathematisch sauberen konstruktiven Aufbau dieser mathematischen
Strukturen bemiihen, sondern mich vielmehr auf den fiir die Quantenmechanik unbe-
dingt notigen Teil beschrinken und gleichzeitig versuchen, die Darstellung so zu
wihlen, dass der Leser die Verbindung zu den quantenmechanischen Begriffen und
Zusammenhéingen moglich einfach nachvollziehen kann. Lesern, denen diese Begriffe
noch vollig neu sind, wird diese Darstellung wesentlich zu gedringt und verkiirzt er-
scheinen. Thnen kann ich das Studium der in kaum iiberschaubarer Fiille verfiigharen
Spezialliteratur nicht ersparen, z.B. [14], [15]. Den iibrigen Lesern soll dieses Kapitel
als zielgerichtete Wiederholung und Erginzung dienen und ihnen so den Einstieg in
die nachfolgenden Kapitel erleichtern.



